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推广的 Ｓｕｚｕｋｉ型 （ψ，φ）－弱压缩映射的

公共不动点定理

张洁，苏雅拉图

（内蒙古师范大学数学科学学院，内蒙古 呼和浩特 ０１００２２）

摘　要：在相关文献中已建立完备度量空间中的 Ｓｕｚｕｋｉ型公共不动点定理，基于这一 Ｓｕｚｕｋｉ型公共不动点定
理，在完备的ｂ－距离空间中建立了两个映射的Ｓｕｚｕｋｉ型公共不动点定理。
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　　文献 ［１－３］中讨论了距离空间的不动点定理和Ｓｕｚｕｋｉ型公共不动点定理，并用推广的Ｂａｎａｃｈ收缩
原理刻画了距离的完备性。２０１５年，Ｓｉｎｇｈ等［４］在完备的距离空间中给出了单个映射的推广的Ｓｕｚｕｋｉ型不
动点定理。这个结果推广了Ｄｏｒｉ［５］，Ｚｈａｎｇ等［６］的结果，并且他们提出一个关于两个映射的公共不动点问

题的猜想 （见文献 ［４］中定理２３）。２０１７年，孙玉奇［７］证明了这一猜想。本文在完备的ｂ－距离空间中
展开了两个映射的Ｓｕｚｕｋｉ型公共不动点问题讨论。

１　预备知识

定义１［８］　设Ｘ是非空集合，ｋ≥１是给定的正实数。称函数ｄ：Ｘ×Ｘ→［０，∞）是Ｘ上的ｂ－距离，如
果对任意的ｘ，ｙ，ｚ∈Ｘ，满足

（ｉ）ｄ（ｘ，ｙ）＝０当且仅当ｘ＝ｙ；
（ｉｉ）ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（ｙ，ｘ）；
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（ｉｉｉ）ｄ（ｘ，ｙ）≤ｋ（ｄ（ｘ，ｚ）＋ｄ（ｚ，ｙ））。
此时，称（Ｘ，ｄ）为ｂ－距离空间。
例１［９］　设Ｘ＝（０，∞），定义

ｄ（ｘ，ｙ）＝｜ｘ－ｙ｜２＋ １
ｘ－

１
ｙ

２
，ｘ，ｙ∈Ｘ

则（Ｘ，ｄ）是ｋ＝２的ｂ－距离空间。
定义２［８］　设（Ｘ，ｄ）是ｂ－距离空间。
（ｉ）称序列｛ｘｎ｝收敛到ｘ∈Ｘ，如果 ｌｉｍｎ→∞ｄ（ｘｎ，ｘ）＝０；

（ｉｉ）称序列｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列，如果序列｛ｘｎ｝满足，对于任意ε＞０，存在正整数Ｎ，当ｍ，ｎ＞Ｎ时，
ｄ（ｘｍ，ｘｎ）＜ε；

（ｉｉｉ）称（Ｘ，ｄ）是完备的，如果（Ｘ，ｄ）中每一个Ｃａｕｃｈｙ列都收敛。
本文假设ｂ－距离是连续的。

２　主要结果

定理１　设（Ｘ，ｄ）是完备的ｂ－距离空间，ｋ≥１为给定常数，Ｓ，Ｔ：Ｘ→Ｘ。如果存在λ∈（０，１ｋ），使

得对每一个ｘ，ｙ∈Ｘ，

１
２ｍｉｎ｛ｄ（ｘ，Ｓｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ）｝≤ｄ（ｘ，ｙ）

能推出

　　　　　　　　ψ（ｄ（Ｓｘ，Ｔｙ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ，ｙ））－λφ（ｍ（ｘ，ｙ）） （１）
其中

（ｉ）ψ：［０，∞）→［０，∞）是单调递增的连续函数，且ψ（ｔ）＝０当且仅当ｔ＝０；
（ｉｉ）φ：［０，∞）→［０，∞）是下半连续函数，且φ（ｔ）＝０当且仅当ｔ＝０；

（ｉｉｉ）ｍ（ｘ，ｙ）＝ｍａｘ｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｓｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），１２ｋ［ｄ（ｘ，Ｔｙ）＋ｄ（ｙ，Ｓｘ）］｝。

则Ｓ和Ｔ有唯一的公共不动点。
证明　设ｘ０∈Ｘ。构造Ｘ中的序列｛ｘｎ｝，使得ｘ２ｎ－１＝Ｓｘ２ｎ－２，ｘ２ｎ ＝Ｔｘ２ｎ－１，ｎ＝１，２，…。下面总假设对

每一个ｎ∈Ｎ，ｘｎ≠ｘｎ＋１。如若不然，公共不动点必然存在。
事实上，如果存在ｎ∈Ｎ，使得ｘ２ｎ ＝ｘ２ｎ－１。下面证明ｘ２ｎ－１是Ｓ和Ｔ的公共不动点。因为

１
２ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｔｘ２ｎ－１）＝

１
２ｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ）＝０≤ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）

故由不等式（１）得

ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，Ｔｘ２ｎ－１））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））－λφ（ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））
其中

ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）＝ｍａｘｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１），ｄ（ｘ２ｎ，Ｓｘ２ｎ），ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｔｘ２ｎ－１），
１
２ｋ［ｄ（ｘ２ｎ，Ｔｘ２ｎ－１）＋ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ{ }）］

＝ｍａｘ０，ｄ（ｘ２ｎ，Ｓｘ２ｎ），０，
１
２ｋ［０＋ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ{ }）］

＝ｍａｘ０，ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ），０，
１
２ｋ［０＋ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ{ }）］

＝ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ）
因此

６３１
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　　　　　　ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））＝ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，ｘ２ｎ））＝ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，Ｔｘ２ｎ－１））
≤（１－λ）ψ（ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ））－λφ（ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ））

从而

λψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））≤－λφ（ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ））
　　由函数 ψ的定义知 ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））≥ ０，于是由上面的不等式知 －φ（ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ））≥ ０，即
φ（ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ））≤０，再由函数φ的性质得φ（ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ））＝０，因此ｘ２ｎ－１ ＝Ｓｘ２ｎ。这时，Ｓｘ２ｎ－１ ＝Ｓｘ２ｎ
＝ｘ２ｎ－１＝ｘ２ｎ＝Ｔｘ２ｎ－１，即ｘ２ｎ－１是Ｓ和Ｔ的公共不动点。类似地，如果存在ｎ∈Ｎ，使得ｘ２ｎ－１＝ｘ２ｎ－２，则ｘ２ｎ－２
是Ｓ和Ｔ的公共不动点。

第１步　证明
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＝０ （２）

和

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋２）＝０ （３）

　　对每一个ｎ∈Ｎ，
１
２ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｔｘ２ｎ－１）＝

１
２ｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ）≤ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）

由不等式（１）得
ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ，Ｔｘ２ｎ－１））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））－λφ（ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）） （４）

其中

ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）＝ｍａｘｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１），ｄ（ｘ２ｎ，Ｓｘ２ｎ），ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｔｘ２ｎ－１），
１
２ｋ［ｄ（ｘ２ｎ，Ｔｘ２ｎ－１）＋ｄ（ｘ２ｎ－１，Ｓｘ２ｎ{ }）］

＝ｍａｘｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１），ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１），ｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ），
１
２ｋ［ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ）＋ｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ＋１{ }）］

＝ｍａｘｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１），ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１），
１
２ｋｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ＋１{ }）

若ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）＝ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１），则由不等式（４）得
ψ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１））≤（１－λ）ψ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１））－λφ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１））

进而可推出φ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））＝０，即ｘ２ｎ ＝ｘ２ｎ－１，这与ｘ２ｎ≠ｘ２ｎ－１相矛盾。
因此

１
２ｋｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ＋１）≤

１
２ｋ［ｋｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ）＋ｋｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）］＜ｄ（ｘ２ｎ－１，ｘ２ｎ）

上述事实说明ｍ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）＝ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１），于是由不等式（４）得
ψ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１））≤（１－λ）ψ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））－λφ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１）） （５）

类似地，

ψ（ｄ（ｘ２ｎ＋１，ｘ２ｎ＋２））≤（１－λ）ψ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１））－λφ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）） （６）
结合不等式（５）－（６）得，对所有的ｎ∈Ｎ，

ψ（ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ））≤（１－λ）ψ（ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１））－λφ（ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１）） （７）
由于φ（ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ－１））≥０，故

ψ（ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ））≤（１－λ）ψ（ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１））＜ψ（ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１））
再由ψ函数的性质得

０≤ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）≤ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１）
这说明｛ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）｝是单调递减有下界的数列，故存在一个实数ｒ，使得

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）＝ｒ

　　下证ｒ＝０。

７３１
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事实上，对不等式（７）两端取极限得
ψ（ｒ）≤（１－λ）ψ（ｒ）－λφ（ｒ）

因此φ（ｒ）≤０，于是得ｒ＝０，即式（２）成立。由三角不等式得。
ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋２）≤ｋｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋ｋｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ＋２）

注意到式（２），并对上式两端取极限得 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋２）＝０，即式（３）成立。

第２步　证明｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。
由ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）→０（ｎ→∞），可推出｛ｘ２ｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。如若不然，｛ｘ２ｎ｝不是Ｃａｕｃｈｙ列，于是存在ε

＞０，以及 ｛ｘ２ｎ｝的两个子列 ｛ｘ２ｍ（ｌ）｝和 ｛ｘ２ｎ（ｌ）｝，使得 当 ｎ（ｌ）＞ｍ（ｌ）＞ｌ时，ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））≥ ε且

ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）－２）＜
ε
ｋ４
。

由三角不等式知

　　　　　　　　　　ε≤ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）－２）＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ ε
ｋ３
＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））≤ε＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））

注意到式（３），并对上面不等式两端取极限得
ｌｉｍ
ｌ→∞
ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））＝ε

再利用三角不等式得

ε≤ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＋ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）） （８）
　　　ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）－２）＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ｋ２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ））＋ｋ
２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）－２）＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ｋ２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ））＋
ε
ｋ２
＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ｋ２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ））＋
ε
ｋ＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ）） （９）

注意到式（２）－（３），并对不等式（８）－（９）两端取极限得

ｌｉｍ
ｌ→∞
ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））＝

ε
ｋ

同理得

ｌｉｍ
ｌ→∞
ｄ（ｘ２ｎ（ｌ）＋１，ｘ２ｍ（ｌ））＝

ε
ｋ

类似地，

　　　　ε≤ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＋ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＋ｋ
２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）＋１）＋ｋ

２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ）＋１，ｘ２ｎ（ｌ）），ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）＋１）
≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）－２）＋ｋｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ）＋１）

≤ｋ２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ））＋ｋ
２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）－２）＋ｋ

２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））＋ｋ
２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）＋１）

≤ｋ２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ））＋
ε
ｋ２
＋ｋ２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ）－２，ｘ２ｎ（ｌ））＋ｋ

２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）＋１）

对上面两个不等式两端取极限得

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）＋１）＝

ε
ｋ２

由式（２）知，对充分大的ｌ和上述的ε＞０，有

ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）＋１）≤
ε
２ｋ，ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ））≤

ε
２ｋ

进而有
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ε≤ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））

≤ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＋ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ ε
２＋ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

即

ε
２ｋ≤ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

这时有

　　　　 １２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），Ｓｘ２ｎ（ｌ））＝
１
２ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）＋１）≤

ε
４ｋ≤

１
４ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ））

≤ １４ｋ（ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＋ｋｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）））

≤ １４ｄ（ｘ２ｍ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＋
１
４ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

≤ １４·
ε
２ｋ＋

１
４ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）

≤ １４ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））＋
１
４ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

＝１２ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））≤ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ））

令ｘ＝ｘ２ｎ（ｌ），ｙ＝ｘ２ｍ（ｌ）－１，将其代入不等式（１）得
　　　　ψ（ｄ（ｘ２ｎ（ｌ）＋１，ｘ２ｍ（ｌ）））＝ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎ（ｌ），Ｔｘ２ｍ（ｌ）－１））

≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１））－λφ（ｍ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）） （１０）
其中

　　　ｍ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１）＝ｍａｘ
　
　
ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１），ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），Ｓｘ２ｎ（ｌ）），ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，Ｔｘ２ｍ（ｌ）－１{ ），

　 １２ｋ［ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），Ｔｘ２ｍ（ｌ）－１）＋ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，Ｓｘ２ｎ（ｌ） }）］
＝ｍａｘ　

　
ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）－１），ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｎ（ｌ）＋１），ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｍ（ｌ）{ ），

　 １２ｋ［ｄ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ））＋ｄ（ｘ２ｍ（ｌ）－１，ｘ２ｎ（ｌ）＋１ }）］
因而

ｌｉｍ
ｌ→∞
ｍ（ｘ２ｎ（ｌ），ｘ２ｍ（ｌ）＋１）＝ｍａｘ

ε
ｋ，０，０，

１
２ｋε＋

ε
ｋ( ){ }２ ＝εｋ

对不等式（１０）两端同时取极限得

ψ ε( )ｋ≤（１－λ）ψ ε( )ｋ －λφ ε( )ｋ
于是推出ε＝０，这与ε＞０矛盾。因此｛ｘ２ｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列，因而｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。由于Ｘ是完备的，故
存在ｚ∈Ｘ使得 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｄ（ｘｎ，ｚ）＝０。

第３步　要证ｚ是Ｔ和Ｓ的公共不动点。先证

λ
２ｄ（ｘ２ｎ，Ｓｘ２ｎ）≤ｄ（ｘ２ｎ，ｚ）或

λ
２ｄ（ｘ２ｎ＋１，Ｔｘ２ｎ＋１）≤ｄ（ｘ２ｎ＋１，ｚ）

中必有一个不等式成立。否则，

　　　　ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）≤ｋｄ（ｘ２ｎ，ｚ）＋ｋｄ（ｚ，ｘ２ｎ＋１）

９３１
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＜ｋλ２ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）＋
ｋλ
２ｄ（ｘ２ｎ＋１，ｘ２ｎ＋２）

＜ｋλ２ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）＋
ｋλ
２ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）

＝ｋλｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）＜ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）
于是ｄ（ｘ２ｎ，ｘ２ｎ＋１）＝０，推出ｘ２ｎ ＝ｘ２ｎ＋１，这与ｘ２ｎ≠ｘ２ｎ＋１相矛盾。因此存在｛ｎｉ｝使

λ
２ｄ（ｘ２ｎｉ，Ｓｘ２ｎｉ）≤ｄ（ｘ２ｎｉ，ｚ）或

λ
２ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，Ｔｘ２ｎｉ＋１）≤ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，ｚ）

情形１　如果 λ２ｄ（ｘ２ｎｉ，Ｓｘ２ｎｉ）≤ｄ（ｘ２ｎｉ，ｚ），则由不等式（１）得

　　　　ψ（ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，Ｔｚ））＝ψ（ｄ（Ｓｘ２ｎｉ，Ｔｚ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ２ｎｉ，ｚ））－λφ（ｍ（ｘ２ｎｉ，ｚ）） （１１）

其中

　　　　　　ｍ（ｘ２ｎｉ，ｚ）＝ｍａｘｄ（ｘ２ｎｉ，ｚ），ｄ（ｘ２ｎｉ，Ｓｘ２ｎｉ），ｄ（ｚ，Ｔｚ），
１
２ｋ［ｄ（ｘ２ｎｉ，Ｔｚ）＋ｄ（ｚ，Ｓｘ２ｎｉ{ }）］

＝ｍａｘｄ（ｘ２ｎｉ，ｚ），ｄ（ｘ２ｎｉ，ｘ２ｎｉ＋１），ｄ（ｚ，Ｔｚ），
１
２ｋ［ｄ（ｘ２ｎｉ，Ｔｚ）＋ｄ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１{ }）］

因而

ｌｉｍ
ｉ→∞
ｍ（ｘ２ｎｉ，ｚ）＝ｍａｘｄ（ｚ，ｚ），０，ｄ（ｚ，Ｔｚ），

１
２ｋ［ｄ（ｚ，Ｔｚ）＋ｄ（ｚ，ｚ{ }）］ ＝ｄ（ｚ，Ｔｚ）

再对不等式（１１）两端取极限得

ψ（ｄ（ｚ，Ｔｚ））≤（１－λ）ψ（ｄ（ｚ，Ｔｚ））－λφ（ｄ（ｚ，Ｔｚ））
从而有φ（ｄ（ｚ，Ｔｚ））＝０，即ｚ＝Ｔｚ。由

１
２ｄ（ｚ，Ｔｚ）＝

１
２ｄ（ｚ，ｚ）＝０≤ｄ（ｚ，ｚ）

和不等式（１）得

ψ（ｄ（Ｓｚ，ｚ））＝ψ（ｄ（Ｓｚ，Ｔｚ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｚ，ｚ））－λφ（ｍ（ｚ，ｚ））
＝（１－λ）ψ（ｄ（ｚ，Ｓｚ））－λφ（ｄ（ｚ，Ｓｚ））

从而ｄ（ｚ，Ｓｚ）＝０，即ｚ＝Ｓｚ。因此ｚ是Ｔ和Ｓ的公共不动点。

情形２　如果 λ２ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，Ｔｘ２ｎｉ＋１）≤ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，ｚ），则由不等式（１）得

　　　ψ（ｄ（ｘ２ｎｉ＋２，Ｓｚ））＝ψ（ｄ（Ｓｚ，Ｔｘ２ｎｉ＋１））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１））－λφ（ｍ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１）） （１２）

其中

　　　ｍ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１）＝ｍａｘｄ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１），ｄ（ｚ，Ｓｚ），ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，Ｔｘ２ｎｉ＋１），
１
２ｋ［ｄ（ｚ，Ｔｘ２ｎｉ＋１）＋ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，Ｓｚ{ }）］

＝ｍａｘｄ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１），ｄ（ｚ，Ｓｚ），ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，ｘ２ｎｉ＋２），
１
２ｋ［ｄ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋２）＋ｄ（ｘ２ｎｉ＋１，Ｓｚ{ }）］

从而ｌｉｍ
ｉ→∞
ｍ（ｚ，ｘ２ｎｉ＋１）＝ｍａｘｄ（ｚ，ｚ），ｄ（ｚ，Ｓｚ），０，

λ
２［ｄ（ｚ，ｚ）＋ｄ（ｚ，Ｓｚ{ }）］ ＝ｄ（ｚ，Ｓｚ）。

类似情形１的证明，得到Ｔｚ＝Ｓｚ＝ｚ。
第４步　证明公共不动点的唯一性。
假设ｙ是Ｔ和Ｓ的公共不动点，由于

１
２ｄ（ｚ，Ｔｚ）＝０≤ｄ（ｙ，ｚ）

因而

　　　　ψ（ｄ（ｙ，ｚ））＝ψ（ｄ（Ｓｙ，Ｔｚ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｙ，ｚ））－λφ（ｍ（ｙ，ｚ））
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＝（１－λ）ψ（ｄ（ｙ，ｚ））－λφ（ｄ（ｙ，ｚ））
进而推出ｄ（ｙ，ｚ）＝０，即ｙ＝ｚ。

下面给出一个例子。

设Ｘ＝｛（１，１），（４，１），（１，４）｝。定义
ｄ（ｘ，ｙ）＝｜ｘ１－ｙ１｜

２＋｜ｘ２－ｙ２｜
２

则（Ｘ，ｄ）是ｋ＝２的ｂ－距离空间。则λ∈ ０，( )１２ 。
令ａ＝（１，１），ｂ＝（４，１），ｃ＝（１，４），则ｄ（ａ，ｂ）＝９，ｄ（ａ，ｃ）＝９，ｄ（ｂ，ｃ）＝１８。
定义　Ｓ：Ｘ→Ｘ为Ｓａ＝ａ，Ｓｂ＝ａ，Ｓｃ＝ｂ；Ｔ：Ｘ→Ｘ为Ｔａ＝ａ，Ｔｂ＝ａ，Ｔｃ＝ａ，则

ｄ（ｘ，Ｓｘ）＝
ｄ（ａ，Ｓａ）＝ｄ（ａ，ａ）＝０
ｄ（ｂ，Ｓｂ）＝ｄ（ｂ，ａ）＝９
ｄ（ｃ，Ｓｃ）＝ｄ（ｃ，ｂ）＝

{
１８

ｄ（ｙ，Ｔｙ）＝
ｄ（ａ，Ｔａ）＝ｄ（ａ，ａ）＝０
ｄ（ｂ，Ｔｂ）＝ｄ（ｂ，ａ）＝９
ｄ（ｃ，Ｔｃ）＝ｄ（ｃ，ａ）＝

{
９

则
１
２ｍｉｎ｛ｄ（ｘ，Ｓｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ）｝≤ｄ（ｘ，ｙ）成立。

令ψ（ｔ）＝ｔ，φ（ｔ）＝１－ｅ－ｔ，０∈［０，＋∞）。这时

ｍ（ｘ，ｙ）＝ｍａｘｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｓｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），１２ｋ［ｄ（ｘ，Ｔｙ）＋ｄ（ｙ，Ｓｘ{ }）］，
ψ（ｄ（Ｓｘ，Ｔｙ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ，ｙ））－λφ（ｍ（ｘ，ｙ））

　　 （ｉ）当ｘ＝ａ，ｙ＝ｂ时，

　　　　　ｍ（ｘ，ｙ）＝ｍ（ａ，ｂ）＝ｍａｘ９，０，９，１４［０＋９{ }］ ＝９，
　　　　　　　　　ψ（ｄ（Ｓａ，Ｔｂ））＝ψ（ｄ（ａ，ａ））＝ψ（０）＝０，
　　　　　（１－λ）ψ（ｍ（ｘ，ｙ））－λφ（ｍ（ｘ，ｙ））＝（１－λ）ψ（９）－λφ（９）

＝９（１－λ）－λ（１－ｅ－９）
＝９－λ（９＋１－ｅ－９）

＞９－１２（１０－ｅ
－９）

＝４＋１２ｅ
－９

＞０
因此ψ（ｄ（Ｓｘ，Ｔｙ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ，ｙ））－λφ（ｍ（ｘ，ｙ））成立。

（ｉｉ）当ｘ＝ｂ，ｙ＝ｃ时，

ｍ（ｘ，ｙ）＝ｍ（ｂ，ｃ）＝ｍａｘ１８，９，９，１４［９＋９{ }］ ＝１８，
ψ（ｄ（Ｓｂ，Ｔｃ））＝ψ（ｄ（ａ，ａ））＝ψ（０）＝０，

　　　　　（１－λ）ψ（ｍ（ｘ，ｙ））－λφ（ｍ（ｘ，ｙ））＝（１－λ）ψ（１８）－λφ（１８）
＝１８（１－λ）－λ（１－ｅ－１８）
＝１８－λ（１９－ｅ－１８）

＞１８－１２（１９－ｅ
－１８）

＝１７２＋
１
２ｅ

－１８
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＞０
因此ψ（ｄ（Ｓｘ，Ｔｙ））≤（１－λ）ψ（ｍ（ｘ，ｙ））－λφ（ｍ（ｘ，ｙ））成立。

（ｉｉｉ）当ｘ＝ａ，ｙ＝ｃ或ｘ＝ｂ，ｙ＝ａ时，与 （ｉ）的情形完全相同。
（ｉｖ）当ｘ＝ｃ，ｙ＝ｂ时，与 （ｉｉ）的情形完全相同。
综合情形（ｉ）～（ｉｖ）可知，定理１的条件被满足。由定理１可知，Ｓ和Ｔ存在公共不动点，且公共不

动点为（１，１）。
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